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4. Aufgabe — Anschauliche Bedeutung der Divergenz

Sieht man das Vektorfeld als Strdmung an, dann ist die Divergenz ein Mass fiir die Anderung der
Stromungsstarke (in Stromungsrichtung). Dazu stellt man sich ein kleines, durchldssiges Kastchen vor,
das in die Stromung gelegt wird: fliesst mehr hinaus als hinein, ist die Stromung offenbar starker
geworden (die Divergenz ist im Kastchen positiv). Entsprechend, wenn weniger aus dem Kéastchen
hinausstromt, wird die Strémung abgeschwacht (die Divergenz ist im Kastchen negativ).

a.) Schatze ob die Divergenz der Vektorfelder in Abbildung 1 im jeweils markierten Punkt positiv,
negativ oder Null ist (mit Begriindung).
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Abbildung 1: Vektorfelder aus Aufgabe a.)

Im ersten Vektorfeld (von rechts nach links) ist gut erkennbar, dass die Divergenz positiv ist. Durch
genaueres Betrachten ist ersichtlich, dass die Vektoren aus radialer Richtung mit grosserer Distanz
vom Nullpunkt im Betrag zunehmen.

Nach der obigen Beschreibung fiir Divergenz entspricht dies genau eineran Starke zunehmenden
Stromung im betrachteten Punkt, also einer positiven Divergenz.

Im mittleren Vektorfeld ist erkennbar, dass fir jede gerade die mit den Vektoren dargestellt wird
(von der Form y = a), sich der Betrag der jeweiligen geraden- darstellenden Vektoren nicht Verdndert.
Mit anderen Worten: Die Vektoren bestehen nur aus einer x - Richtung und haben fiir jede H6he von
y einen konstanten Wert.

Demnach ist der Betrag an zugefiihrter und wegfliessender Stromung im untersuchten Punkt gleich,
womit die Stromung gleich Null ist.

Im letzten Vektorfeld zeigen samtliche Vektoren senkrecht in Richtung der x - Achse. lhr Betrag
nimmt mit Anndherung an die x - Achse kontinuierlich ab.
Somit ist die Stromung im schwarzmarkierten Punkt negativ.

b.) Unter anderem bestimmt natirlich die Langendnderung der Vektoren in der Umgebung eines
Punktes die dortige Anderung der Strdmungsstirke. Der genaue Zusammenhang soll am
Beispiel des Vektorfeldes

Vixy) = o (6y)

(x*+ y?)
Untersucht werden (hierbei ist k > 0).

Skizzieren Sie V fir verschiedene k.

Dazu wurden die auf der Riickseite abgelichteten Abbildungen 2 - 5 geplottet. Die k - Werte sind
anbei vermerkt.

Anwendungsiibungen Analysis Il Seite 1 Assistent: Nicole Aegerter



31.03.17 Silvan Schiiepp& Nicolas Steiger

3 ‘\\‘\\\\\\\\”////f///; 2 l\\\\\\\‘”’ / /‘/ :
- N\ % SN\
B NSl S
. INS NS
AN | AN
: y///%{/ | 1&\\&\% ; 5%%///,§\\\\\\\§§\
N7 N\
N Z| |1 X\~
S S
B NSS I NSS
NS Z NS
7 NN ReZ 7NN
T 11 1\\\\@& : 7/{//// 1 \\\\\x\\*

Anwendungslibungen Analysis Il Seite 2 Assistent: Nicole Aegerter



31.03.17 Silvan Schiiepp& Nicolas Steiger

c.) Experimentiere und finde heraus, was eine Variation von k bewirkt. Gibt es einen einfachen
Zusammenhang zwischen der Lange der Vektoren und der Divergenz von V?

Wir sehen hier, dass der Vektor, den das Vektorfeld produziert der Ortsvektor des betrachteten
Punktes multipliziert mit einem Faktor ist. Dieser Faktor, ndmlich

1
(xZ + yZ)k

ist genau das Abstandsquadrat (oder der Betrag des Ortsvektors) mit einem Exponenten k invertiert.
Flr k=1 ist der resultierende Vektor also

Faktisch bedeutet dies ein radiales Vektorfeld, dessen "Starke" mit dem Abstand vom Ursprung
abnimmt, weil der Betrag des Ortsvektors linear zunimmt, der Vorfaktor wird jedoch exponentiell
kleiner. Folgende Werte fir k sind speziell:

e k=0: Der Vektor des Feldes entspricht am Punkt (x,y) dem Ortsvektor (x,y)

e k=0.5: Das Vektorfeld produziert nur Vektoren der Lange 1

e k=1: Die Lange der Vektoren nehmen mit dem Abstand vom Mittelpunkt quadratisch ab

e k>1: Die Lange der Vektoren nehmen mit dem Abstand vom Mittelpunkt mit dem Exponent
2*k ab

e k<O: Die Lange der Vektoren nimmt mit dem Abstand vom Mittelpunkt mit dem Exponent
2*(-k) zu

Man betrachte nun die Divergenz des Vektorfeldes. Sie wird ausgedriickt durch:

av, aV, av,
Div(V) =—+—+—
(V) 0x+6y+6z

Fiir den vorliegenden zweidimensionalen Fall kann man die z-Komponente vernachlassigen, was zu
folgendem Ausdruck fuhrt:

(2 +yH)* — x(k@® +y?)*2x | (2 +y?)* — yk(? +y*) 2y

Div(V) = (xz + yZ)Zk (xz + y2)2k
20 +y2)* — (2 +y?) 2k +y) 1) 2(x% +y?)*
= (x% + y2)2k = (x% + y2)2k (1-k)

=2(x2 + y2)~*(1 — k)

Fir die Lange eines beliebigenVektors erhalten wir folgenden Ausdruck

1= j( ) () = vl

Somit ergibt sich zwar ein Zusammenhang zwischen Der Ldange der Vektoren und der Divergenz,
jedoch durchaus kein "einfacher":

2(1 - k)

Div(V) = || x ———=
7|
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Quellen

https://www2.math.ethz.ch/education/bachelor/lectures/fs2016/other/analysis2_mavt_matl/hando
uts/dutto03.pdf
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